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TRABALHO DE AVALIAGAO

RESUMO

As redes neurais artificiais sdo uma metodologia emergente na avaliacdo de bens,
em geral, e de imdveis, em particular. No entanto, o emprego desta técnica fornece
estimativas pontuais de valor. E importante na maioria das aplicacdes,
especialmente na avaliagdo, uma estimativa da confiabilidade do valor calculado, o
intervalo de confianga. Neste artigo, sera apresentada uma metodologia para o
calculo do intervalo de confiangca de um valor pontual estimado, considerando a rede
neural inferida como uma regresséo nao linear multipla.
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1. INTRODUGAO

Com o advento da NBR 14.653, as avaliacbes de imdveis passaram a ser
classificadas quanto ao seu grau de fundamentacao e de precisdo (ABNT, 2004).

Para o enquadramento de qualquer avaliagao quanto a precisao, é necessario
calcular o intervalo de confianga associado ao estimador central de tendéncia
resultante da modelagem estatistica utilizada.

Em avaliagbes onde é utilizada a estatistica descritiva ou a regressao linear
via método dos minimos quadrados ordinarios, existem expressdes analiticas e o
calculo do intervalo de confianga é direto.

Redes neurais artificiais usualmente fornecem apenas estimativas pontuais
de valor, ndo sendo possivel obter uma medida da confiabilidade da avaliagéo
obtida. Desta forma, ndo é possivel o enquadramento de uma avaliagao de imdveis
quanto ao grau de precisao.

Varios estudos tem mostrado que as redes neurais artificiais sdo boas
ferramentas para a predigdo de valores imobiliarios, sendo que em alguns deles, sédo
superiores a regressao linear multipla. Nguyen e Cripps (2001) concluem a
superioridade preditiva das Redes Neurais Artificiais em relagcdo a Regressao Linear
Multipla. Guedes (1995) efetuou o estudo de uma amostragem de 102 escritérios,
comparando aquelas com a técnica de Regressao Linear Multipla, concluindo que as
Redes Neurais apresentam performance preditiva bastante superior. Melo (2002)
compara as Redes Neurais Artificiais com dois diferentes modelos obtidos por
Regressado Linear. Utilizando uma amostra de 128 elementos, ele divide a
comparagao em fases de treinamento e predicdo. Na fase de treinamento as Redes
Neurais Artificiais tem um desempenho levemente superior. Na fase de predi¢ao, os
modelos via Regressdo Linear revertem o quadro, apresentando desempenho
superior, também de forma timida.

Apesar de nao se tratar de uma metodologia consagrada para avaliagbes de
imoéveis, as redes neurais artificiais poderiam ser uma boa alternativa, especialmente
em situagdes onde as regressdes lineares ndo apresentassem bons resultados.
Entretanto, a impossibilidade do calculo de intervalo de confiangca e,
consequentemente, do enquadramento da avaliagcdo quanto a precisdo tornariam a
mesma incompleta diante da norma.

A proposta deste artigo é desenvolver uma metodologia para estimar
intervalos de confianca para predicbes oriundas em redes neurais artificiais,
treinadas através do método de retropropagacao, possibilitando o enquadramento
da predicdo quanto ao grau de precisdo, validando a mesma para uso em
conformidade com a NBR 14.653-2/02.

Também é feita uma discussao sobre o uso dos resultados calculados para a
determinacao do intervalo de confianga na verificacdo da adequacao da arquitetura
e dos parametros da rede treinada.

2. REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

Segundo Gonzales e Formoso (2000), redes neurais artificiais sdo modelos
computacionais que buscam emular o cérebro humano em sua forma de processar
informagdes. Elas sdo estruturalmente compostas por um conjunto de multiplos
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processadores (unidades), cada qual tendo uma pequena quantidade de memoria,
ligados entre si por canais de comunicagéo (conectores), que tem a capacidade de
transmitir dados numeéricos, codificados em varios formatos (sinais), a semelhanca
do neurdnio humano. As unidades operam apenas seus dados locais e suas
entradas ocorrem pelas conexdes.

No modelo humano, os neurdnios se comunicam através de sinapses, que
séo regides onde dois neurdnios fazem contato. Este contato ndo é fisico, mas sim
quimico, através de neurotransmissores. O sinal de entrada é captado pelo dendrito,
que o envia ao nucleo. O mesmo processa o sinal, e caso ele atinja um certo limiar,
o neurbnio se excita, gerando uma nova sinapse, na qual o sinal processado é
passado pelo axénio para o neurbnio subsequente. Caso o sinal processado nao
atinja o limiar, o neurbnio fica inibido, ndo gerando uma nova sinapse. Esse
processo depende do sinal de entrada, da geometria da sinapse e dos
neurotransmissores envolvidos. A Fig. 1 exibe uma representacdo esquematica de
um neurdnio humano.

Fig. 1: Neurénio humano
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O modelo basico de uma rede neural artificial trata-se de uma série de
neurdnios de entrada (camada de entrada), os quais sdo responsaveis pelo primeiro
processamento, utilizando fungbes matematicas e pesos e por um ou mais
neurdnios de saida (camada de saida), onde sdo passadas as variaveis resposta.

O modelo de rede neural artificial mais difundido é o perceptron de multiplas
camadas, também conhecido como multilayer perceptron. Este modelo consiste na
utilizacdo de camadas de neurénios artificiais, sendo uma de entrada, uma de saida
e uma série de intermediarias, também conhecidas como hidden layers.

A Fig. 2 mostra uma configuragao basica de rede neural multilayer perceptron
com uma camada intermediaria



Fig. 2: Rede neural multilayer perceptron com 1 camada oculta
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Dependendo do tipo de problema, pode-se usar diversas camadas
intermediarias, que sao funcdo da complexidade do problema representado.
Entretanto, de acordo com Kovacs (2006), um teorema proposto originalmente por
Andrei Kolmogorov em 1957 para fung¢des continuas foi revisto posteriormente por
Robert Hecht-Nielsen (Hecht-Nielsen, 1989), tendo aplicagdo direta para redes
neurais artificiais, no qual qualquer fungdo continua e diferenciavel, ainda que nao
linear, pode ser aproximada por um rede neural do tipo multilayer perceptron com
uma camada escondida’. O resultado foi, posteriormente, demonstrado de forma
rigorosa por Hornik, Stinchcombe e White (1989).

Para as ligagbes entre dois neurdnios i e j, teremos um peso especifico
associado a conex&o, w;. Para cada neurbnio, existe uma fungéo de ativagdo. No
caso das multilayer perceptron, as mais usadas sao a linear, y = x e a sigmoide
logistica, representada pela Eq. 1.

y=r—= (1)

Segundo Guedes (2001), € necessario treinar a rede neural, ou seja,
apresentam-se pares de dados de entrada e saida, permitindo a ela fazer
associagdes descobrindo assim a existéncia de algum padrdo de comportamento.

O treinamento de uma rede multilayer perceptron é feito pelo algoritmo de
retropropagacgao, também conhecido com regra delta generalizada. Ela consiste em
ajustar os pesos wj, conforme as entradas X (X1, X2,...,Xp) € saidas yk (Y1, Y2,...,¥k),
através da minimizagdo de uma fungao de erro quadrado, conforme a Eq. 2 a seguir.

Erro=%2(§/j—yj)2 (2)

j

' Teorema de Kolmogorov-Nielsen: Dada uma fungdo continua arbitraria f:[0,1]" — R™, f(x) = vy,
existem sempre para f uma implementacdo exata com uma rede neural de trés camadas, sendo a
camada de entrada um vetor de dimensao n, a camada oculta composta por (2n + 1) neurdnios, e a
camada de saida com m neurdnios representando as m componentes do vetor y.



Uma descricdo detalhada pode ser encontrada em Guedes (2001), Azevedo,
Brasil e Oliveira (2000) e Braga, Carvalho e Ludemir (2003).

3. INTERVALO DE CONFIANCA
3.1 Intervalo de Confianga Classico

O intervalo de confianga € uma medida estatistica de confiabilidade de um
determinado parametro populacional, inferido através de uma amostra.

Suponha que p seja a média de uma determinada populag¢ao de valores v. A
meédia vV de uma amostra aleatoria S da populagdo de interesse € um estimador
pontual para y, mas considerando que seja improvavel que y =V, quao confiavel é a
estimativa do padrao populacional pela média amostral?

A resposta esta em construir um limite inferior A,(S) e um limite superior A;(S)
da amostra S tal que exista uma possibilidade de 95% do intervalo [A(S), As(S)]
contenha p?. Em outras palavras, se forem extraidas infinitas amostras Si, S,,...,
aleatdrias e de mesmo tamanho da populacdo de interesse, 95% dos intervalos
[Ai(S1), As(S1)L.IN(S2), As(S2)],..., associados a essas amostras contera o valor fixo p.
Tal é conhecido como intervalo de confianga classico de 95% em torno de u
(Dybowski e Roberts, 2001). Esta caracterizagcédo pode ser vista na Fig. 3 a seguir.

Fig. 3: Intervalo de confianga classico
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3.2 Intervalo de Confianga para Regressao Linear Simples

Para uma equacdo de regressdo qualquer §(x,8), que busca aproximar a
verdadeira fungdo y(x), pode haver significativa variagdo nos estimadores 6 em
funcdo da amostra aleatéria S extraida para sua inferéncia.

Neste caso, busca-se estabelecer a confiabilidade de que a equacéao inferida

(x,0) aproxime a verdadeira funcéo y(x) nas proximidades de um ponto xo qualquer,
conforme pode ser visto na Fig. 4.

Fig. 4: Intervalo de confianga para regresséo linear
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De maneira analoga ao intervalo de confianga classico, pode-se definir um
intervalo [A(S,Xo),As(S, Xo)] no qual haja a probabilidade de 95% do verdadeiro valor
y(Xp) ocorrer.

3.3 Intervalo de Confianga para Regressao Linear Multipla

Na secdo 2.2 apresentamos a derivacdo do intervalo de confianga
considerando uma regressao linear simples, do tipo y = f(x). Esta op¢ao se deu pois
a visualizagdo grafica de uma fungdo de uma variavel é bastante intuitiva. No
entanto, os conceitos sao diretamente extensiveis para fungdes a varias variaveis.

Considerando uma regressao linear multipla a n variaveis nos termos da Eq. 3

Vi = WqXjq + WoXi2 + WaXiz + ... +t WXk + €, i=1,2,...,n (3)

sendo y; a variavel dependente, w; os regressores a serem determinados e xi as
variaveis independentes ou explicativas. As técnicas de regresséo linear multipla séo
descritas em Dantas (1999).

Considerando-se um valor estimado y, = WiXn + WaXon +... + WiXih, Sendo Y, 0
valor estimado para y,, 0 vetor (Xip,...,Xi) dos valores para cada uma das variaveis
independentes e considerando s(y,)o desvio padrédo relativo a estimativa de vy, , S1
o0 desvio padrao dos residuos do modelo, n o numero de amostras utilizado na
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determinacdo do modelo, s(w;) o desvio padrdo do regressor i, X,,as meédias para

cada variavel independente e cov(w;,w)), sendo (I, i=1, 2, ..., k, | <i), teremos as Eq.
4eb:
. S2 k _ k . .
S(yh):\/?l_'_ (Xhi 'th)ZS(Wj)"‘ZZ(Xm _Xhl)(xhj - th)COV(Wj7W|) (4)
j=i I<j

Em notagdo matricial, temos:

S(Y/h):Se\/%+(X->_<)T(XTX)'1(Xh -X) (5)

3.4 Intervalos de Confianga e Intervalos de Predicao

Uma outra medida estatistica de confiabilidade, também apresentada em
forma de intervalo, e que se costuma fazer confusdo com o intervalo de confianca, &
o denominado intervalo de predigéo.

Na definigdo de intervalo de predigao classico, analogamente ao apresentado
na segao 2.1, segundo Dybowski e Roberts (2001), se considerarmos uma amostra
aleatoria S com n valores vy, vy, ..., Vs, cOm média Vv, € possivel construir um intervalo
[W,(S), w (S)] de tal forma que um novo elemento vn+1 coletado aleatoriamente na
mesma populagao tenha 95% de chance de estar contido no mencionado intervalo.

Para uma regressao linear®, supondo que exista um conjunto de observagdes
Sn = (xi, yi), para 1 <i < n, segundo Zapranis e Livanis (2005), existe uma expressao
(Eq. 6) que modela a relagéo Sn:

y, =f(x,0)+e,i=1,2,...,n (6)
sendo que & é o vetor de parametros “verdadeiros” da fungdao desconhecida.

Considerando ainda que f(x;) é a funcdo a ser estimada, pode-se considerar como
verdadeira a relagdo da Eq. 7.

f(x:,0) = g(x;) = Ely;|x] (7)

Considerando a minimizagao de uma fungao de erro quadratico similar a (2),
infere-se um modelo que aproxima a verdadeira fungcéo g(x;) em termos de x; e 6,
que sao os estimadores dos verdadeiros parametros 4, nos termos da Eq. 8.

9= f(x:.8) (8)

Neste ambito, conforme ja comentado na segao 2.2, o intervalo de confianga
€ uma representacdo da acuracia da estimativa da verdadeira, mas desconhecida,

® Os resultados podem ser adotados diretamente para uma regressao nao linear.



funcdo de regressao g(x), portanto, o valor de interesse é a distribuicdo da
quantidade (Eq. 9).

g(x)) - f(x:.8) = g(xi) - 9] )

Por outro lado, o intervalo de predicdo representa a acuracia do valor
estimado pela regressao, ou seja a quantidade expressa na Eq. 10.

yi-f(x,.0) = yi- ¢ (10)
De (9) e (10) resulta a relagao da Eq. 11:
(vi-¥)=(@x)-%)+ e (11)

Decorrendo dai que o intervalo de confianga esta contido no intervalo de
predicao.

3.5 Intervalo de Confianga para Regressao Nao Linear

Uma funcgéo de regressao do tipo y = f(x, 8)quando a fungédo que apresenta
os melhores estimadores para vy, tal que: y = f( xi,é)+ei, sendoi=1, 2,....,n, & é um

termo estocastico de erro e § & ndo linear, ou seja, a fungdo y nédo pode ser
representada pela Eq. 12.

A & s
y=f(x,0)= Y x6,,comj=1,2, .p. (12)
=1

De acordo com Donaldson e Schnabel (1985), existem trés métodos para se
determinar o intervalo de confianga para uma regressao néo linear:

e Linearizagao dos regressores;
e Maxima verossimilhanca,;
e Bootstrap.

Ainda de acordo com os autores, o método da linearizagdo dos regressores é
o mais frequentemente utilizado, pois requer menor poder computacional e produz
resultados de mais facil interpretacédo. Todavia, produz subestimativas dos intervalos
de confianga. Os outros métodos, apesar de apresentar estimativas melhores,
requerem grande poder de computagdo e produzem resultados que muitas vezes
sao dificeis de interpretar.

Neste ambito, estudaremos o método da linearizagédo para a determinacao de
intervalos de confianga m regressodes lineares. Ainda, na linha dos autores, quando a

determinagdo dos parametros 4 (éz(XTX)_1XTY), sendo X a matriz das variaveis
independentes, Y a matriz das variaveis dependentes e as notacbes T indicando



matriz transposta e -1 matriz inversa, é feita pelo método dos minimos quadrados
nao lineares

De acordo com Chryssolouris, Lee e Ramsey (1996), considerando um
modelo para um sistema qualquer f(x,0*), sendo x as entradas do modelo (variaveis
independentes) e 6" representa os verdadeiros valores dos estimadores 6. Assume-
se que o erro associado ao modelo é independente, com variancia o° e possui
distribuicdo normal tal que N(O, o). Para n observagdes, tais que i = 1, 2,....n, 0
sistema é representado pela Eq. 13:

y, =f(x,0")+e,i=1,2,..,n (13)

A estimativa por minimos quadrados de 6° é 0 , obtida através da
minimizacao da func¢ao de erro, expressa na Eq. 14.

n

S()=> Iy -f(x,0)f (14)

i=1
onde Y, :f(xi,é)

Sendo o modelo um bom estimador do sistema, entéo teremos § ~ 6", logo,
segundo Rivals e Personnaz (1998), é possivel linearizar o modelo aplicando a série
de Taylor nas imediagdes de #°. De acordo com Leite e Singer (1990), a expansao
de fungdes em séries de Taylor € um das ferramentas mais utilizadas no estudo de
meétodos assintéticos. Aplicando a expansao, temos as Eqs. 15 e 16.

f(x,0)~f(x,0")+£7(8-0) (15)

f1_[ Of(x,67) of(x,07)  f(x;,0")
° o0, ' o6, T 06

n

(16)

Derivado das expressdes acima, o erro pontual entre o valor do y observado e
do y estimado é dado pelas Egs. 17.

Yo - 90 ~Y, - f(XO,H*)- foT(é - H*): €, - foT(é - H*) (17)
A quantidade expressa por (17) é similar a distribuicao de (10), que se trata

do intervalo de predicdo. A Eqg. 18 apresenta a esperangca matematica da distribui¢cao
em analise.

Ely, - V. ]~Ele, |- £ E[@-67)|~0 (18)



Considerando a independéncia estatistica entre § e o termo de erro, a Eq. 19
exprime variancia esperada entrey e y.

varly, -y, ]=varle,]- var[foT @0-0 )] (19)

Antes de prosseguir, a linearizagao em séries de Taylor depende do emprego
da Matriz Jacobiana (F), a qual, segundo Lima (1969), trata-se da matriz das
derivadas parciais de primeira ordem de uma fungao vetorial f(x4, X2, ... , Xn) N0 ponto
Xo. Define-se também (embora nao utilizada neste artigo) a Matriz Hessiana (H)
como a matriz das derivadas parciais de segunda ordem da mesma funcéo vetorial
f(x1, X2, ..., Xn) NO ponto Xo.

A matriz Jacobiana para os parametros da regressao, denominada F-(é), de
acordo com Ungar, De Veaux e Rosengarten (1994), é representada pela Eq. 20

F.(é)={—afigg9)} (20)

ou sua expansao, de acordo com Chryssolouris, Lee e Ramsey (1996), acarreta na
Eq. 21

~

~

o(x,0)  of(x,,6) 8f1(xj,é)_
06, 06, 00,
) af2(x3,9“) 6f2(x3,§) 8f2(xA2,6'A)
F-(9)=| 06, a6, 0, (21)
of (x.,0) of (x,,0) of (x.,0)
06, 00, 06, |

Segundo Chryssolouris, Lee e Ramsey (1996), o erro e, pode ser aproximado
por uma distribuicdo normal tal que e, ~N(0,o°l) onde | ¢ a matriz identidade e o

termo 6 pode ser aproximado por uma distribuicdo normal tal que
(6-67)~N(0,0%[F-(8)" F(A)]"), entdo var(y, -y, )~oc? +0c? £ (FT-F.)'f,. Também,

segundo os mesmos, temos um estimador s? para a variancia o2 que segue uma
distribuicao t de Student é calculado pela Eq. 22

-
S _T

(22)

sendo n € o numero de amostras e p o numero de parametros 0.
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Assim, teremos um intervalo de predig¢ao IP, considerando uma distribuicéo t
de Student com n — p graus de liberdade e grau de confianga « é calculado pela Eq.
23.

1

IP=t’2 s (1+ £ (FTF)" £,)2 (23)

Conjugando (23) com (11), decorre que o intervalo de confianga IC para os
mesmos parametros apresentados é dado pela Eq. 24.
1

IC=t72 s(F/(F'F)" £,)2 (24)

Segundo Chryssolouris, Lee e Ramsey (1996), existem trés variantes para a
matriz variancia-covariancia na linearizagcao de modelos nao lineares, um utilizando
o operador Jacobiano (Eqg. 25), um utilizando o operador Hessiano (Eq. 26) e outro
usando uma combinagéao dos dois (Eq.27).

-1

Vq = s%(F'F) (25)
Vg =s2H" (26)
Vv, =s?H" (FTF)H (27)

Donaldson e Schnabel (1985) concluem que o método que utiliza o operador
Jacobiano é preferivel, pois € mais simples, demanda menor poder computacional, &
numericamente mais estavel e tdo preciso quanto os outros métodos. De fato, o
emprego de expressdes com a Matriz Hessiana demanda o calculo de derivadas de
segunda ordem, nem sempre existentes e muitas vezes instaveis.

4. INTERVALO DE CONFIANCA PARA REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

Segundo Oliveira, Montini e Bergman (2007), métodos que fornecem
intervalos de predi¢cdo assintéticos para regressao nao linear podem, em teoria, ser
aplicados diretamente a redes neurais.

Uma vez que redes neurais artificiais podem ser modeladas como regressdes
nao lineares, a aplicacdo dos resultados derivados no capitulo 2 é direta. Cabe,
entretanto, verificar que os erros do modelo sigam uma distribuicdo normal (ou ao
menos proxima) e que tenham variancia constante (homocedasticidade).

Por outro lado, algumas observagbes na adogédo destes resultados, para
questdes de aplicagdes praticas, especialmente apdés a modelagem, séo
interessantes e podem melhorar a aplicabilidade dos resultados.

4.1 Calculo dos Elementos da Matriz Jacobiana

A equagao 21 mostra a forma de calcular os elementos da matriz jacobiana
de variancia-covariancia do modelo de regresséo nao linear.
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Para a utilizagdao em redes neurais artificiais, faz-se necessario o calculo de
derivadas pontuais de fun¢gdes de ativagdo dos neurbnios da rede, as quais podem
ser complexas como a sigmoide logistica e a tangente hiperbdlica.

Em seu trabalho, Chryssolouris, Lee e Ramsey propée uma metodologia que
busca efetuar os calculos dos elementos em funcdo de pesos sinapticos e saidas

dos neurénios. Para isso sdo definidos os termos netj[B] (Eq. 28) e Iayer[B] (Eq. 29).

net” = (2", wl out® ™) - b, (28)
[B] [B]

layer™ = YL net; (29)

O item net-[B] € o somatério das saidas dos nos da camada 3 — 1 entrando no

nd j na camada 3. Na eq. 27, w[B e

t[B ] 4

€ 0 peso do i-ésimo neurdnio da camada 3 — 1,

€ a saida do i-ésimo neurdnio da camada 3 — 1, apos a funcdo de ativagéo e
b; ¢ o termo de bias. O item Iayer[B] € a resposta da camada 3 para um dado
conjunto de entradas, o qual € o somatoério dos termos netj[B], sendo m o numero de

neurdnios na camada .
O esquema a seguir (Fig. 5) facilita a visualizagdo dos termos apresentados.

Fig. 5: Esquema de representagéo de netj[ﬁ] e Iayer[B]

g-1

Segundo os autores, € possivel escrever os termos —g [(,] onde y é a resposta e

[“] € o0 peso do neurbnio y na camada a pela Eq. 30.

oy oy onetl™ olayer™" dlayerl®? glayerl®*?l gnetla*1] (30)
3W£Ia] anetl™ dlayer™ " glayer™2 dlayer®*?l gnetl@*!] 6w5a]
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Sendo que os termos podem ser calculados pelas seguintes equacgbes:

o { 1, se o neurbnio de saida tiver funcao de ativacao linear (31)
anet™  ly(1-y), se o neurdnio de saida tiver funcdo de ativagéo sigmdide

anetl™ anet!™

m =1 m-1] (32)
dlayer anet;
. [m-1]
dlayer™ p n onet;
= = Z _ Z L —— 33
dlayerm2l 1= 1( =1 aneti[m'zl ) (33)
sendo p o numero de neurénios na camada m-1.

dlayer®*?] _ yP 8netj[a+2] (34)
8net{(a+1] i=1 6net{(a+1]
anetl@+ [a]

i = outy (35)

[6+1]

anet .
A Eq. 35 apresenta uma forma geral de a—At[‘?] onde ¢ € uma camada
ne
:

arbitraria, A € um neur6nio arbitrario na camada ¢ + 1, £ € um neurdnio arbitrario na
camada ¢ e A é o numero de neurdnios na camada ¢.

[6+1]

gnet — VA [9] -, 4[0] [9]
m = ¥4~ {wiloutl(1-outd)} (36)

O desenvolvimento apresentado acima mostra a tentativa dos autores de
simplificar o calculo dos componentes da matriz jacobiana. Em principio, as relagdes
parecem complexas, mas a idéia & desenvolver expressdes que nao dependam do
calculo de derivadas parciais de forma analitica.

Nao obstante, seria necessario o programa utilizado para o treinamento da
rede fornecer os pesos sinapticos, bem como as saidas de cada neurbnio para cada
um dos neurdnios da camada seguinte. Com estes dados, escaparia-se de calcular
derivadas parciais de fungdes complexas. No entanto, desconhecemos qualquer
programa de treinamento de redes neurais artificiais que “abra” a este nivel o
processamento interno.

Por outro lado, futuras aplicagdes de redes neurais, sobretudo dedicadas a
avaliagdo imobiliaria, poderiam incorporar sub-rotinas para estes calculos, utilizando
algoritmos numéricos que usualmente fornecem boas aproximagdes.

4.2 Influéncia do Tamanho da Amostra de Treinamento no Calculo do Intervalo
de Confianga

Um dos pontos comuns nos trabalhos sobre intervalos de confianga em redes
neurais por meio de modelos de regressdao nao linear (Ungar, De Veaux e
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Rosengarten, 1994; Chryssolouris, Lee e Ramsey, 1996; Rivals e Personnaz, 1998 e
Dybowski e Roberts, 2001) é a hipotese de que a amostra utilizada no treinamento é
muito grande, tendendo ao infinito, ou seja, os resultados sao validos
assintoticamente.

No entanto, para a grande maioria das aplicagdes praticas, trabalha-se com
um numero limitado de elementos na amostra. Para o caso das avaliacbes
imobiliarias, dependendo da situagao, tal ocorréncia é praxe.

Segundo De Veaux, Schumi, Schweinsberg e Ungar (1994), quando o
conjunto amostral € pequeno e a rede é treinada até a convergéncia, a matriz F'F
pode se tornar singular, impedindo o calculo de sua inversa e, consequentemente,
do intervalo de confianca.

De modo a prevenir esta ocorréncia, Yang, Kavli, Carlin, Clausen e De Groot,
(2000) recomendam a utilizagdo do método de treinamento conhecido como weight
decay®, no qual a funcdo de erro a ser minimizada, ao invés de (14) passa a ser a
Eq. 37.

8(0)= [yi-f(x,0)f +c3a (37)

onde ¢ > 0 é o parametro de decaimento de peso (weight decay).

Consequentemente, a nova expressdo para o calculo do intervalo de
confianca do modelo é a Eq. 38.

1
IC =172, s (£7 (F'F + eIy (FTF(FF + cl)” £,)2 (38)

onde | é a matriz identidade.

Como pode ser visto, a expressao torna-se ligeiramente mais complexa,
envolvendo um maior numero de calculos matriciais.

Uma alternativa recomendada por alguns autores autores (De Veaux, Schumi,
Schweinsberg e Ungar, 1994 e Yang, Kavli, Carlin, Clausen e De Groot, 2000) é a
parada do treinamento da rede anteriormente a convergéncia. No entanto, Zapranis
e Livanis (2005) alertam que este procedimento por levar a intervalos de confianca
muito amplos, acarretando em impossibilidade de inferéncias em relagcdo aos
mesmos. Como alternativa, recomendam a eliminacdo de conexdes irrelevantes,
com o objetivo de reduzir os parametros da rede. Este procedimento é denominado
Irrelevant Connection Elimination (Eliminagdo de Conexdes Irrelavantes), e ja é
implementado por uma série de softwares para treinamento de redes neurais.

4.3 Andlise da Matriz Jacobiana, Existéncia do Intervalo de Confianga e
Adequacao do Modelo

O uso do decaimento de pesos ou a parada antes da convergéncia de uma
rede podem resolver o problema da singularidade da matriz F'F ou outro problema,
conhecido como overfitting, ou excesso de ajuste, com mais paradmetros do que os
necessarios no modelo.

* Decaimento de pesos

14



Entretanto, segundo Rivals e Personnaz (1998), o uso destas técnicas
usualmente acarreta na introdugdo de viés no modelo, gerando intervalos de
confianga dos quais ndo se pode fazer inferéncias, ou seja, inuteis.

Rivals e Personnaz (2004) recomendam efetuar uma decomposi¢ao singular
de valor na matriz Jacobiana F (ou da matriz produto FTF) nos termos propostos por
Golub e Reinsch (1970), analisando seu numero de condigdo, que é a razao entre
seu maior e menor valores. Como estamos lidando com aspectos computacionais, o
numero de condigao deve ser inferior ao inverso da precisdo do computador, ou seja
10" (108, caso se lide com a matriz produto F'F).

Para valores acima destes, a matriz se torna singular e o intervalo de
confianga nao pode ser calculado. Logo, a rede treinada € problematica, seja por
incoeréncia, seja por excesso de ajuste, sendo necessario um novo treinamento.

Rivals e Personnaz (1998) também recomendam efetuar outros dois testes
estatisticos, para verificar a consisténcia do intervalo de confiancga.

Inicialmente, deve ser calculada a projegdo ortogonal O da matriz F'F, de
acordo com a Eq. 39.

O =F(F'F)'FT (39)

Neste momento, cabe definir dois termos: (i) posto de uma matriz e (ii) tragco
de uma matriz.

i. Posto de uma matriz. € o numero de linhas de uma matriz linearmente
independente das outras, ou seja, cujos elementos ndo podem ser escritos como
combinacao linear das demais;

ii. Trago de uma matriz. € a soma dos elementos principais da diagonal de
uma matriz quadrada.

Logo, se F tem posto completo, ou seja, todas as linhas sdo linearmente
independentes, tem-se as Eq. 40 e 41.

trago(0) = Xy - Ok = posto(O) = p (40)

Sokk51 (41)

Z|=

Caso estas condigdes sejam satisfeitas, verifica-se que ndo ha excesso de
ajuste na rede, e o intervalo de confianga para os valores preditos dos elementos de
treinamento da mesma, ao invés de (24), passa a ser calculado pela Eq. 42.

1

IC=t"2 s (0, )? (42)

p

Para predi¢gdes da rede, deve-se continuar usando (24) para determinar o
intervalo de confianga. Mas (42) permite averiguar a adequagédo do intervalo de
confianca perante os dados de treinamento.
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5. APLICACAO PRATICA

Apresentamos uma rede neural artificial do tipo mutilayer perceptron
constituida por trés camadas (entrada, intermediaria e saida), com dois neurdnios de
entrada (x4, X2), quatro neurdnios na camada intermediaria (h1, ho € hz € hy) e um
neurénio de saida (y). Na Fig. 5, incluimos a representagdo dos pesos sinapticos
(w;j) e as funcgdes de ativacdo dos neurdnios (f).

Figura 6: Rede neural multilayer perceptron com uma camada intermediaria

A rede neural esquematizada pode ser representada pela Eq. 24.
4 2
y= fs( zwjfh(zwiniJ ) (43)
j=1 i=1

Como podemos observar, a fungdo y é dependente das entradas x; e dos
pesos, w; e w;. Estes, por sua vez, sdo ngo lineares, uma vez que variam conforme

as equacgobes f, e fs. Logo, os pesos w s&do equivalentes aos parédmetros 0 da
regressao nao linear apresentada na sec¢ao anterior. Desta forma, podemos calcular
o intervalo de confianga para uma estimativa feita pela fungédo y = f(x, w) através da
expressao apresentada previamente.

A rede pode apresentar varias camadas ocultas. Escolhemos uma rede com
trés camadas pela simplicidade do tratamento matematico, bem como pela
consequéncia do Teorema de Kolmogorov-Nielsen, onde a mesma pode aproximar
qualquer fungao nao linear continua e diferengcavel, ao menos localmente, o que
decorre que a rede tem capacidade de modelar o mercado imobiliario

Considerando as que as fungbes de ativagado sejam a linear e a sigmoide
logistica, dadas pelas Eqgs. 25 e 26

fs(x) = x (44)

(49)
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obtemos a funcéo resposta para Y, em funcdo dos pesos e das entradas, acordo
com Eq. 27:

W, W, W3 Wy

Y ) 1+e 1+e 1+e

(46)

-(Wi2Xq + WpoX) (WX + Wo3Xy) (Wi Xy + WosX5)

1+e

O modelo acima pode ser utilizado para calcular as saidas y dadas as
variaveis de entrada, x4 € xo. Busca-se entdo os pesos sinapticos wq, wa, W3, Wy, W11,
W12, W13, W14, W21, W22, Wa3, W24 que fornecam a melhor aproximacgao para a variavel
de saida.

Consideremos o conjunto de dados apresentado na Tab. 1.

Tabela 1: Dados para treinamento de rede neural

Vu(y) Local(x;) Area (x2)

473,68 2,00 665,00
600,00 3,00 600,00
675,00 3,00 600,00
675,00 3,00 600,00
670,53 3,00 604,00
670,53 3,00 604,00
691,75 3,00 618,00
750,00 3,00 630,00
261,90 2,00 1.890,00
951,34 3,00 596,00
983,19 3,00 595,00
898,62 3,00 651,00
504,40 3,00 1.249,00
1.270,59 4,00 595,00

85,96 1,00 8.900,00
1.554,28 4,00 608,00
1.813,95 4,00 645,00
3.450,00 5,00 600,00

225,00 1,00 10.000,00
288,00 1,00 10.000,00

1.598,89 3,00 2.533,00
1.928,57 4,00 2.100,00
2.571,43 4,00 2.100,00
424,53 2,00 742,00
680,67 3,00 595,00
639,20 3,00 704,00
1.111,76 3,00 425,00
780,99 3,00 605,00
832,46 3,00 573,00

831,93 3,00 595,00
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Faz-se o treinamento, obtendo os pesos sinapticos apresentados na Tab. 2 a sequir.

Tab. 2: Pesos sinapticos da rede

Peso Valor
w1 -0,355948
w2 0,238536
w3 0,441313
w4 -0,416180

w11 0,455222

w12 -0,266306

w13 -0,443213

w14 -0,350105

w21 0,424081

w22 0,583436

w23 0,168560

w24 -0,173391

Tomando como ponto de partida a Eq. 22, calculando-se as derivadas necessarias
para as Eq. 10 e 16, obtemos a forma analitica da expressao do Intervalo de
Confianga. Como trata-se de um intervalo para uma estimativa pontual, adotamos x
=3 e x2 = 1.000,00, resultando em um y = 936,64.

Tendo-se os dados de treinamento € possivel calcular s pela Eq. 17, sendo s
= 232,42. Tomando estes, bem como os valores Local e Area da estimativa pontual,

é possivel calcular o termo £, (F'F))" f, cujo valor é 0,57735.

Considerando-se um nivel de confiangca de 95%, determina-se o termo t:é)

pela distribuicdo t de Student, sendo o valor 0,461968.

Com os termos determinados, através da Eq. 18 chega-se ao intervalo de
confianca para a estimativa pontual para as variaveis de entrada Local = 3 e Area =
1.000,00 e resultado Vu = 936,64.

IC =61,99
Vu = 936,64 £ 61,99

6. CONCLUSOES

A determinagao de intervalos de confianga em redes neurais artificiais &
fundamental para analisar a confiabilidade de predi¢gdes advindas das mesmas. Para
o0 caso especifico da engenharia de avaliagbes, as normas que regem o0s
procedimentos avaliatorios tomam como base o intervalo de confianga para
determinar a precisao da avaliacao.

O método de calculo exposto neste artigo demanda relativo esforgo
matematico, sobretudo no emprego de derivadas parciais de equagdes complexas e
calculo matricial. Também exige o conhecimento detalhado da arquitetura da rede
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treinada, inclusos ai numero de camadas intermediarias, numero de neurénios nas
camadas, pesos sinapticos e fungdes de ativacao.

No entanto, tais esforgcos sdo compensados, a medida que é possivel inferir a
confiabilidade da rede treinada com finalidade de avaliacdo, permitindo ao avaliador
determinar se a mesma apresenta grau de precisao adequado.

Além disso, € possivel implementar programas de computador que calculem
os dados necessarios a estimativa do intervalo de confianga, bem como a sua
analise, assim como ja é feito nos softwares de regresséo linear. Com efeito, existem
algoritmos bem definidos para calculo numérico de derivadas parciais, matrizes
Jacobianas, inversdes e transposi¢cdes de matrizes e decomposi¢des singulares.

O intervalo de confiangca também se presta a analisar se a arquitetura da rede
treinada, a qual é definida a priori, € adequada a resolugao do problema e obtencao
do valor perseguido.

Naturalmente, as hipéteses adotados no método apresentado podem trazer
alguma distor¢gao no calculo dos intervalos de confianga, sobretudo na adogao da
premissa de erros com distribuicdo normal e no calculo de matrizes, onde pode
haver necessidade de hipoteses adicionais. Entretanto, acreditamos que tais
inconvenientes ndo o desmeregam, e, considerando que as redes neurais artificiais
sdo uma metodologia emergente no campo da engenharia de avaliagdes, o calculo
do intervalo de confianga para valores preditos pelas mesmas € primordial para seu
bom uso.

Enfim, existem dois problemas no calculo do intervalo de confianga em redes
neurais. O primeiro € inerente a formulagdo matematica das mesmas. Segundo
Geman, Bienenstock e Doursat (1992), redes neurais com grande poder de
generalizagdo usualmente apresentam elevada variancia, acarretando que, para
boas estimativas pontuais, paga-se o prego de maior intervalo de confianga. Outro
ponto, de acordo com Chryssolouris, Lee e Ramsey (1996), € de que ocorre uma
subestimativa dos graus de liberdade em redes neurais, uma vez que as mesmas
sao treinadas com mais parametros do que o necessario. No caso deste ultimo, as
analises do numero de condigdo da matriz decomposta singularmente ou o computo
do matriz ortogonal e as verificagdes de (40) e (41) podem trazer informacgdes
valiosas para concluir sobre a ocorréncia de excesso de ajuste, escolha correta da
arquitetura e eventual necessidade de novos treinamentos.

Fica como recomendacao para futuros trabalhos, o calculo de intervalos de
confianca em redes neurais utilizando os métodos bootstrap, de maxima
verossimilhangca e inferéncia Bayesiana, e sua comparacdo com o método da
regressao nao linear.
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